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Modulformen für �1

25. Wachstumsverhalten von Spitzenformen

(a) (1 Punkt) Es seien f, g 2 A
k

(�1), k 2 N. Zeigen Sie, dass h(⌧) = f(⌧)g(⌧)(Im ⌧)k

invariant unter der Wirkung von �1 ist.

(b) (1 Punkt) Es sei f 2 S
k

(�1). Zeigen Sie, dass h(⌧) = |f(⌧)|(Im ⌧)
k
2 auf H ein

Maximum annimmt.

(c) (2 Punkte) Es sei f 2 A
k

(�1). Zeigen Sie, dass f 2 S
k

(�1) genau dann, wenn

|f(⌧)|(Im ⌧)
k
2 auf H beschränkt ist.

26. Wachstumsverhalten der Fourierkoe�zienten von Spitzenformen

(4 Punkte) Es sei f 2 S
k

(�1) mit Fourier–Reihenentwcklung f(⌧) =
P1

n=1 anq
n.

Zeigen Sie, dass es eine Konstante C gibt, so dass gilt: |a
n

|  Cn
k
2 für n ! 1.

Benutzen Sie dazu die Integraldarstellung der a
n

sowie Aufgabe 25.

27. Die Ramanujan ⌧–Funktion

(a) (1 Punkt) Es sei d
k

= dimCM
k

(�1). Zeigen Sie, dass zu jedem d
k

–Tupel

komplexer Zahlen (b0, b1, . . . , b
dk�1) genau eine Modulform f 2 M

k

(�1) mit

Fourier–Reihenentwicklung f =
P1

n=0 anq
n existiert, deren erste d

k

Fourierko-

e�zienten gerade die vorgegebenen Zahlen sind: a
k

= b
k

, k = 0, . . . , d
k

� 1.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie die lineare Relation zwischen E12, E2
6 und �.

(c) (1 Punkt) Schreiben Sie �(⌧) =
P1

n=1 ⌧(n)q
n. Drücken Sie ⌧(n) durch �11 und

�5 aus.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass ⌧(n) ⌘ �11(n)mod 691.

28. Schwach holomorphe Modulformen

Es sei f 2 M !
k

(�1), k 2 Z. Schreiben Sie k = 12` + k0 mit eindeutig bestimmtem

` 2 Z und k0 2 {0, 4, 6, 8, 10, 14}.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass ord1 f  ` für jedes f 6= 0.



(b) (1 Punkt) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe (a) und Eigenschaften von S
k

0(�1),

dass es für jede ganze Zahl m � �` genau ein f
k,m

2 M !
k

(�1) gibt, deren

Fourier–Reihenentwicklung die Form

f
k,m

(⌧) = q�m +O(q`+1)

hat.

(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass {f
k,m

| m � �`} eine Basis für M !
k

(�1) ist.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass es ein Polynom F
k,D

2 Z[x] vom Grad D = ` +m

gibt, so dass f
k,m

= �`E
k

0F
k,D

(j) wobei E0 = 1 und j = E4
3/� 2 M !

0(�1) ist.

Betrachten Sie dazu zuerst den Fall k = 0, ` = 0, dann den Fall k 6= 0, ` = 0,

dann den allgemeinen Fall.

Schliessen Sie daraus, dass die Koe�zienten a
k

(m,n) in der Fourierreihen–

Entwicklung f
k,m

= q�m +
P

n�`+1 ak(m,n)qn ganzzahlig sind.
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